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1. INFORMACJE WSTEPNE
Niekoniecznie jestem autorem wszystkich probleméw z tego
zbioru. Problemy nie s3 z zalozenia ustawione w kolejnosci w
jakiej powinny by¢ rozwigzywane. Niektore problemy mogg
wymagaé wiedzy naprzod, wiec mozna je po prostu rozwigzac
w p6Zniejszym terminie. Niektore sekcje tematyczne beda miaty
mniej problemow, a niektore wiecej.

Problemy maja dodatkowo nastepujace etykiety:

+ P - rozwiazanie poprzez obliczenia numeryczne implemento-
wane w postaci programu komputerowego,

+ p - napisanie programu komputerowego moze by¢ pomocne
przy rozwiazywaniu tego problemu,

« T - rozwigzanie poprzez obliczenia symboliczne/numeryczne
na tablicy/kartce,

+ t - rozpisanie problemu na tablicy/kartce bedzie pomocne, a
mozliwe, ze jest nawet wskazane,

+ M- problem nalezy do modutu CPS.jl.
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2. PROBLEMY NA ROZRUCH
Problem 2.1° : Zaimplementuj funkcje N — N*, ktéra zwrdci
warto$¢ funkcji silnia n! € N* dla liczby naturalnej n € N. Ob-
liczenia zaimplementuj rekurencyjnie.

Problem 2.2° : Zaimplementuj funkcje N — N*, ktéra zwroci
wartoé¢ funkcji silnia n! € N* dla liczby naturalnej n € N. Ob-
liczenia zaimplementuj iteracyjnie.

Problem 2.3” : Zaimplementuj funkcje N — {0, 1}, ktora zwro-
ci logiczng wartos$¢ prawda, jezeli liczba N € N jest parzysta.
Dla liczb nieparzystych funkcja powinna zwraca¢ warto$é falsz.

Problem 2.4" : Zaimplementuj funkcje N — {0, 1}, ktora zwré-
ci logiczng warto$¢ prawda, jezeli N € N jest liczba pierwsza.
Dla liczb, ktore nie s pierwsze, funkcja powinna zwraca¢ war-
tos¢ falsz.

Problem 2.5° :
wejsciowy ciag znakowy s € S w odwrotnej kolejnosci. Symbol

Zaimplementuj funkcje S — S, ktora zwrdci

S oznacza zbiér wszystkich ciaggéw znakowych.

Problem 2.6° : Zaimplementuj funkcje S — {0,1}, ktora
zwrdci logiczng warto$¢ prawda jezeli ciag znakéw a € S jest
palindromem. Symbol S oznacza zbidr wszystkich ciggéw zna-
kowych.

Problem 2.7™ : Zaimplementuj funkcje N — R*, ktéra zwroci
pole powierzchni trojkata Sierpinskiego rzedu N € N. Zaloz ze
pole powierzchni tréojkata Sierpiniskiego rzedu 0 wynosi 1.0 i

maleje wraz ze zwiekszajacym sie rzedem.
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Rysunek 1: Tréjkaty Sierpinskiego nastepujacych rzedéow (od
lewej): 0, 1, 2, 3, 4.

Problem 2.8™: Zaimplementuj funkcje R*™ — R*, ktora obliczy
Vadla a > 0 z wykorzystaniem metody Newtona.

Problem 2.9°
gdzie z,,p € C oraz z;, =

: Dany jest rekurencyjny ciag z,,, = 22 +p,
0. Zbadaj i okresl maksymalna K-
-zbiezno$¢ ciagu z,, dla punktéw p takich ze,

1< R(p) <2
-1<3(p) <1
Zbior K-zbieznych punktéow p ciagu z,, zdefiniowany jest jako:
Me={peC:V, xlz,| <2}

Wyrysuj plaszczyzne zespolong, gdzie dla kazdego zbadanego
punktu p, przypisz maksymalne K, dla ktérego cigg jest K-
-zbiezny.

Problem 2.10° : Co zaskakujace, istnieja tylko trzy liczby, ktore
mozna zapisa¢ jako sume czwartych poteg ich cyfr:

1634 = 14 + 6% +3* + 44
8208 = 8% + 2% + 0% + 8¢
9474 = 9% 444 + 74 4+ 44

Poniewaz 1 = 1% nie jest sumg, nie zostata ona uwzgledniona.
Suma tych liczb wynosi 1634 + 8208 + 9474 = 19316. Znajdz
sume wszystkich liczb, ktére mozna zapisaé jako sume pigtych
poteg ich cyfr.

Problem 2.11° :
wszystkie cykliczne przesuniecia tej liczby sa tez liczba pierw-

Liczbe pierwsza nazwiemy cykliczna, jezeli

szg. Cykliczne przesuniecia liczby pierwszej 197 to 971 i 719.
Istnieje trzynascie cyklicznych liczb pierwszych ponizej stu: 2,
3,5,7,11,13,17, 31, 37,71, 73, 79, 97. lle takich liczb jest ponizej
miliona?
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3. MODELOWANIE SYGNALOW CIAGLYCH
Problem 3.1° : Oblicz wektor x € R?®, zawierajacy kolejne
probki pobrane z szybkoscia 1000 probek na sekunde ciaglego
rzeczywsitego sygantu harmonicznego o amplitudzie 2, czesto-
tliwosci oscylacji 25 Hz, oraz przesunieciu fazowym 7. Pierwsza
probka x; powinna by¢ pobrana w momencie 0.25 s.

Problem 3.2° : Oblicz wektor x € CV, zawierajacy kolejne
probki, pobrane z szybkoscig 2048 probek na sekunde, ciaglego
zespolonego sygantu harmonicznego o amplitudzie 0.25, czesto-
tliwosci oscylacji § Hz, oraz przesunieciu fazowym 7. Pierwsza
probka z; powinna by¢ pobrana w momencie 5.0 s, natomiast
ostatnia probka x 5y powinna zosta¢ pobrana w momencie 10.0 s.

Problem 3.3° : Wygeneruj wektor z € R%, zawierajacy prob-
ki szumu biatego o mocy 0.25.

Problem 3.4° : Wygeneruj wektor z € C!%%, zawierajacy prob-
ki zespolonego szumu bialego o mocy 2.

Problem 3.5 : Zaimplementuj funkcje ci_rectangular: R x
R* — R, zwracajaca warto$ci impulsu prostokatnego o szero-
kosci T € Rt w chwili ¢t € R.

Problem 3.6™ : Zaimplementuj funkcje ci triangle: R x
R* — R, zwracajaca wartosci impulsu trojkatnego o szerokosci
T e R* wchwilit € R.

Problem 3.7"™ : Zaimplementuj funkcje ci_literka M: R X
R* — R, zwracajaca impuls przypominajacy litere M o szeroko-
$ciT € RT wchwilit € R.

Problem 3.8™™ : Zaimplementuj funkcje ci_literka_U: R x
R* — R, zwracajaca impuls przypominajacy litere U o szeroko-
sciT € RT wchwilit € R.

Problem 3.9"™™ : Zaimplementuj funkcje ramp_wave: R — R,
zwracajaca wartosci okresowego sygnatu fali piloksztaltnej z na-
rastajacym zboczem w chwili ¢ € R. Sygnal powinien posiadac

nastepujace parametry: amplituda 1, okres 1 sekunda, sktadowa

O ramp_wave

stala 0, ramp_wave(0) = 0, oraz ih lieo = 2.

Problem 3.10°M : Zaimplementuj funkcje sawtooth_wave: R —
R, zwracajaca warto$ci okresowego sygnatu fali pitoksztattnej z
opadajacym zboczem w chwili ¢ € R. Sygnat powinien posiada¢
nastepujace parametry: amplituda 1, okres 1 sekunda, sktadowa

stala 0, sawtooth_wave(0) = 0, oraz W lieo = —2.

Problem 3.11"™™ : Zaimplementuj funkcje triangular wave:
R — R, zwracajaca wartosci okresowego sygnatu fali trojkat-
nej w chwili t € R. Sygnal powinien posiada¢ nastepujace
parametry: amplituda 1, okres 1 sekunda, sktadowa stata 0,

O triangular_wave

triangular wave(0) = 0, oraz 5t lieo = 4.

Problem 3.12"M : Zaimplementuj funkcje square_wave: R — R,
zwracajaca wartosci okresowego sygnatu bipolarnej fali prosto-
katnej w chwili ¢ € R. Sygnal powinien posiada¢ nastepujace
parametry: amplituda 1, okres 1 sekunda, skladowa stata 0, oraz
square_wave(t) = 1dlat € (0, 3).

Problem 3.13™ : Zaimplementuj funkcje pulse wave: R x
[0,1] — R zwracajacg warto$ci okresowego sygnatu (unipolar-
nego) impulsu prostokatnego w chwili t € R o wspolczynniku
wypelnienia p € [0, 1]. Sygnal powinien posiada¢ nastepujace
parametry: okres 1 s, sktadowa stala p, oraz pulse wave(t) = 1
dlat € (0, p).

Problem 3.14™ : Zaimplementuj funkcje impulse_reapeter:
F xR xR — F, ktora zwrdci funkcje f € F, gdzie F oznacza
zbior funkcji R — R. Funkcja f powinna zwraca¢ wartos¢ sy-
gnatu f(t) € R w momencie t € R. Sygnal f(t) jest sygnalem
okresowym o okresie T = t, — t;, gdzie t;,t, € Rorazt; < t,.
Funkcja f jest zwiazany z funkcja wymuszajaca g € F' poprzez
warunek

/ (1) — g1))? dt =0,

1

Problem 3.15°™ : Zaimplementuj funkcje ramp _wave bl: R x
R* x Rt x RT — R. Funkcja powinna zwraca¢ warto$¢ sygna-
tu fali piltoksztattnej z narastajgcmym zboczem w chwili ¢ €
R. Dodatkowo zwracany sygnal powinien mie¢ amplitude A €
R™, okres trwajacy T € R* sekund oraz pasmo tego sygnalu
powinno by¢ ograniczone od dotu i gory przez czestotliwosci
|B|] € RT.

Problem 3.16"™ : Zaimplementuj funkcje sawtooth_wave bl:
R x Rt x RT x Rt — R. Funkcja powinna zwraca¢ warto§¢
sygnatu fali piloksztaltnej z opadajacym zboczem w chwili ¢ €
R. Dodatkowo zwracany sygnal powinien mie¢ amplitude A €
R™*, okres trwajacy T € RT sekund oraz pasmo tego sygnalu
powinno by¢ ograniczone od dotu i géry przez czestotliwosci
|B| € R*.

Problem 3.17°™ Zaimplementuj funkcje
triangular_wave bl: R x Rt x Rt x Rt — R. Funkcja po-
winna zwraca¢ warto$¢ sygnatu fali trojkatne w chwili ¢t € R.
Dodatkowo zwracany sygnal powinien mie¢ amplitude A €
R*, okres trwajacy T € R sekund oraz pasmo tego sygnalu
powinno by¢ ograniczone od dotu i géry przez czestotliwosci

|B| € R*.

Problem 3.18"™ : Zaimplementuj funkcje square wave bl:
R x Rt x RT x Rt — R. Funkcja powinna zwraca¢ warto§¢
sygnatu bipolarnej fali prostokatne w chwili ¢ € R. Dodatkowo
zwracany sygnal powinien mie¢ amplitude A € R*, okres trwa-
jacy T € Rt sekund oraz pasmo tego sygnalu powinno by¢
ograniczone od dotu i gory przez czestotliwosci |B| € RY.

Problem 3.19°™ : Zaimplementuj funkcje pulse wave bl:
R x [0,1] x Rt x Rt x Rt — R. Funkcja powinna zwracaé
warto$¢ sygnatu impulsu prostokatne w chwili ¢ € R o wspdt-
czynniku wypehienia p € [0, 1]. Dodatkowo zwracany sygnat
powinien mie¢ amplitude A € RT, okres trwajacy T € R
sekund oraz pasmo tego sygnalu powinno by¢ ograniczone od
dolu i gory przez czestotliwosci | B| € RT.

4/15



Zbidr problemoéw i pytan bez odpowiedzi

Problem 3.20™M Zaimplementuj funkcje
impulse reapeter bl: F x R x R x Rt — F, ktéra zwrdci
funkcje fp € F, gdzie F oznacza zbiér funkcji R — R. Funkcja
fp powinna zwraca¢ warto$¢ sygnatu z(t) € R w momencie
t € R. Sygnal x jest sygnalem okresowym o okresie T' = ¢, —
t,, gdzie t;,t, € R oraz t; < t,. Pasmo sygnalu = powinno
by¢ ograniczone od dotu i gory przez czestotliow$¢ |B| € R*.
Funkcja f jest zwiagzany z funkcja wymuszajaca g € F poprzez
warunek

tim [ (Fa(®) - 9(6) dt =0.

B—oo

Problem 3.21™ : Zaimplementuj funkcje rand_signal bl:
R* x Rt — F, ktora zwrdci funkcje f € F, gdzie F' oznacza
zbior funkcji R — R. Funkcja f powinna zwracaé wartosé
sygnalu z(t) € R w momencie ¢ € R. Sygnat z jest pseudoloso-
wym sygnalem ktérego pasmo jest ograniczone przez czestotli-
wosci fq, fo € R, gdzie f; < f,. Widmo tego sygnatu w pasmie
f € (f1, f2) powinno przypomina¢ widmo szumu bialego. Moc
sygnatu z(t) powinna wynosi¢ w przyblizeniu 1.0. Przeanalizuj
kiedy zastosowany model matematyczny bedzie dobrze odwzo-
rowywat modelowany sygnat.

Problem 3.22™ : Zaimplementuj funkcje kronecker : Z — R,
zwracajaca warto$¢ dyskretnego impulsu jednostkowego (delta
Kroneckera) dlan € Z.

Problem 3.23" : Zaimplementuj funkcje heaviside : Z — R,
zwracajaca warto$¢ dyskretnego skoku jednostkowego (funkcja
skokowa Heaviside’a) dla n € Z.

Problem 3.24™M :
zwracajaca wektor z € RV z probkami dyskretnego okna pro-
stokatnego o dlugosci N > 0.

Zaimplementuj funkcje rect : N* — R,

Problem 3.25™ : Zaimplementuj funkcje triang : N* — RY,
zwracajaca wektor x € RY z probkami dyskretnego okna troj-
katnego (Barletta) o dtugosci N > 0.

Problem 3.26" : Zaimplementuj funkcje hanning : N* — R,
zwracajaca wektor x € RY z probkami dyskretnego okna Han-
ninga o dtugosci N > 0.

Problem 3.27"M : Zaimplementuj funkcje hamming : Nt —
RY, zwracajaca wektor x € RY z prébkami dyskretnego okna
Hamminga o dtugosci N > 0.

Problem 3.28™ : Zaimplementuj funkcje blackman : Nt —
RY, zwracajaca wektor € RY z probkami dyskretnego okna
Blackmana o dlugosci N > 0.

Problem 3.29"M :
R* — RY, zwracajaca wektor z € R z prébkami dyskretnego

Zaimplementuj funkcje chebwin : N* x

okna parametrycznego Dolph—Chebyshev o dlugosci NV > 0,
oraz wzgledym ttumieniem listkéw bocznych a € R wyrazo-
nym w dB.

Problem 3.30™ : Zaimplementuj funkcje kaiser : N* x Rt —
RY, zwracajaca wektor x € RY z wartosciami probke dyskret-
nego okna Kaisera o dlugosci N > 0 dla parametru g € R*.

4. PARAMETRY SYGNALOW
Problem 4.1°M : Zaimplementuj funkcje mean: CN — C zwra-
cajaca warto$é srednia dyskretnego sygnatu z € CV.

Problem 4.2"M : Zaimplementuj funkcje peak2peak: RV — R
zwracajgca warto$¢ miedzyszczytows dyskretnego sygnatu x €
RV,

Problem 4.3 : Zaimplementuj funkcje energy: CV — R zwra-
cajaca energie dyskretnego sygnatu z € CV.

Problem 4.4™™ : Zaimplementuj funkcje power: CV — R zwra-
cajaca moc dyskretnego sygnatu z € CV.

Problem 4.5°™ : Zaimplementuj funkcje rms: CV — R zwraca-
jaca wartoé¢ skuteczna dyskretnego sygnatu z € CV.

Problem 4.6™ : Zaimplementuj funkcje running mean: CV x
N+ — C» zwracajaca dyskretny sygnat éredniej bierzacej dys-
kretnego sygnatu z € CV z wycinkéw sygnatu o szerokosci

2M + 1 prébek.

Problem 4.7°M :
CV x N* — RY zwracajaca dyskretny sygnat energii bierzacej

Zaimplementuj funkcje running_energy:

dyskretnego sygnatu z € CV z wycinkéw sygnatu o szerokosci
2M + 1 probek.
Problem 4.8 : Zaimplementuj funkcje running power: CV x
N* — RV zwracajaca dyskretny sygnat mocy bierzacej dys-
kretnego sygnatu z € CV z wycinkéw sygnatu o szerokosci
2M + 1 probek.
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5. KWANTYZACJA
Problem 5.1°¥ : Zaimplementuj funkcje quantize: RN — F,
ktora zwréci funkcje f; € F, gdzie F' to zbiér funkcji R —
R. Funkcja f; (z) powinna zwraca¢ dla wartosci ¢ € R poziom
kwantyzacji I’ € L poprzez rozwigzanie problemu

I' = argmin |z — I
argmin |z — [,

gdzie L = [ly,15, ..., ZN]T € RY zawiera poziomy kwantyzacji,
ktore spetniaja warunek [; # [; dla i # j.

Problem 5.2"™ : Zaimplementuj funkcje SQNR: N* — R, ktora
obliczy teoretyczny stosunek mocy sygnalu do mocy szumu
kwantyzacji wyrazony w decybelach dla idealnego N € N+t
bitowego przetwornika analogowo cyfrowego.

Problem 5.3"™™ : Zaimplementuj funkcje SNR: RT x RT — R,
ktora obliczy stosunek mocy sygnatu do mocy szumu wyrazony
w decybelach.

Problem 5.4° : Zbadaj zalezno$¢ miedzy teoretycznymi i rze-
czywistymi warto$ciami SQNR dla réznych sygnatow. Wykres
charakterystyki w zalezno$ci od ilosciu bitéw kwantyzatora
oraz uzasadnij otrzymany rezultat w kontekscie modelu mate-
matycznego z ktdrego otrzymano teoretyczng wartos¢ SQNR.
Czy teoria zgada si¢ z praktyka?

Problem 5.57 : Dany jest kwantyzator, ktory ma 2%V pozioméw
kwantyzacji, gdzie N € N. Minimalny i maksymalny poziom
L.« €R gdzieL ; <
Dystans miedzy dwoma kolejnymi poziomami kwantyza-

kwantyzacji wynosi odpowiednio L
L
cji jest staly. Znajdz wyrazenie na warto§¢ maksymalnego bladu

min’ ““max

max*

kwantyzacji @) € R, generowany przez ten system. Przyjmij,
ze warto§¢ sygnatu wejsciowego z(t) spelnia zawsze warunek
Lmin < .”E(t) < Lmax'

Problem 5.6"T: WyprowadZ wzor na teoretyczna warto$¢ SQNR
przy zalozeniu, ze sygnal wejsciowy kwantyzatora jest modelo-
wany poprzez sygnat piloksztaltny. Zatéz rowniez, ze sygnat
btedu kwantyzacji jest rowniez modelowany poprzez sygnat
piloksztaltny. Sprawdz czy wartosc¢ teoretycznego SQNR bedzie
zgadzal sie z warto$cig obliczong numerycznie dla wejSciowego
sygnatu piloksztaltnego. Jezeli wartosci si¢ réznia, to uzasadnij
skad wynikaja te réznice.

6. PROBKOWANIE
Problem 6.17 : Dany jest sygnal x(¢) = sin(2007t) z ktérego
zostaly pobrane probki z czestotliwoscia f, = 250 Hz. Znajdz
wynikowy ciag z[n].

Problem 6.27 : Dany jest sygnal s(t) = cos(wt),t € R. W
wyniku operacji probkowania zostal otrzymany ciag s[n] =
cos(ymn), gdzie v € R i n € Z. Znajdz w przy zalozeniu, ze
czgstotliwos¢ probkownia wynosi f, € R*.

Problem 6.37 : Okre$l czy dane ponizej ciggi sa okresowe. Jezeli
tak, wyznacz okres.
3m s )

a) z[n] = cos(3n — %

b) g[n] = exp(j(§ —))

Problem 6.4" : Dany jest ciagly sygnat s(t) = g(¢) cos(10007t)
z ktérego zostaly pobrane préobki s[n] =s 7 ) Jezeli fi >
1300, to ciag s[n] jest jednoznaczy z ciaglym sygnalem s(¢), tzn.
mozliwa jest perfekcyjna rekonsturkcja sygnatu cigglego s(¢) na
podstawie dyskretnych probek s[n]. Jaki warunek nalezy posta-
wi¢ dla czestotliwosci probkowania f,, aby ciag g[n] = g fﬂg

byl jednoznaczy z ciaglym sygnatem g(¢)?

Problem 6.5T : Znajdz widmo czestotliwo$ciowe funkecji prob-
kujacej* iy (t), gdzie T' > 0 to okres, a nastepnie wyraz widmo
przy pomocy funkeji probkujacej.

Problem 6.6" : ZnajdZ widmo czestotliwo$ciowe sygnatu g(t) =
x(t)mp(t), gdzie z(t) to ciagly sygnal, a w1, (t) funkcja probku-
jaca o okresie T

Problem 6.7 : Zaimplementuj funkcje interpolate: RY x
RN x F, — F, ktéra zwrdci funckje f € F, gdzie F to zbior
funkcji R — R, zwracajaca warto$¢ f(z) = (), gdzie £(¢) €
R to interpolacja ciaglego sygnatu z(t) € R w chwili t € R. Do
interpolacji wykorzystaj metode funkeji sklejnych z funkcja k €
E,, gdzie F, jest zbiorem wszystkich funkcji sklejnych R — R.
Wezly interpolacyjne sa dane przez dwa wektorym € RV is €
RV, gdzie m = [t1,ty,....,tx], a 8= [2(t;), z(ts), ..., z(ty)]:
Dodatkowo zaléz ze t,, | —t,, = At.

Problem 6.8° :
COS(T( It + go) probkowanego z tak zawana krytyczng czesto-

Zbadaj blad rekonstrukcji sygnalu z(t) =

tliwoscig probkowania f, € R, w zaleznosci od przesunigcia
fazowego ¢ € [0,2m]. Do rekonstrukcji wykorzystaj metode
funkcji sklejnych oraz funckje sinc : R — R jako bazowg funk-
cje sklejna. Wykres$ badang charakterystyke oraz uzasadnij jej
przebieg.

Jedna z alternatywnych nazw funkcji probkujacej jest funkcja grzebie-
niowa Diraca.
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7. OBLICZANIE DYSKRETNE] TRANSFORMAC]I FOuRIE-

RA
Problem 7.17 : Oblicz dwupunktowsa dyskretna transformacje
Fouriera (2-DFT) sygnatu = € R?.

z = (20,5)

Problem 7.27 : Oblicz czteropunktowa dyskretng transformacje
Fouriera (4-DFT) sygnatu = € R*.

z=(3,2,51)

Problem 7.3"™ : Zaimplementuj funkcje dtft: R x CV x
R* — C, ktdra obliczy warto$¢ ciaglego widma czestotliwoscio-
wego dyskretnego sygnatu x € CV dla czestotliwoéci f € R,
przy zlozeniu ze probki sygnatu byly pobrane z czestotliwoscia
fs € R*. Do obliczenia tego przeksztalcenia wykorzystaj dys-
kretna w czasie transformacje Fouriera oraz algorytm naiwny
(tzn. bezposrednio ze wzoru).

Problem 7.4"™ : Zaimplementuj funkcje dft: CV — CV dla
N € N*, ktora przeksztalci dyskretny sygnat z € CV z domeny
czasu do odpowiadajacego mu dyskretnego sygnatu X € CV w
domenie czestotliwosci (dwustronne dyskretne widmo czesto-
tliwo$ciowe). Do obliczenia tego przeksztalcenia wykorzystaj
dyskretng transformacje Fouriera oraz algorytm naiwny (tzn.
bezposrednio ze wzoru).

Problem 7.5"™ : Zaimplementuj funkcje idft: CV — C¥ dla
N € N*, ktora przeksztalci dyskretny sygnal X € CV z dome-
ny czestotliwosci (dwustronne dyskretne widmo czestotliwo-
$ciowe) do odpowiadajacego mu dyskretnego sygnalu z € CV
w domenie czasu. Do obliczenia tego przeksztalcenia wykorzy-
staj odwrotng dyskretng transformacje Fouriera oraz algorytm
naiwny (tzn. bezposrednio ze wzoru).

Problem 7.6°™ : Zaimplementuj funkcje goertzel: CV x N —
C dla N € N*, ktéra przeksztatci dyskretny sygnat x € CV
i obliczy wartoéci dyskretnej transformaty Fouriera X[k] € C,
gdzie k € N. Do obliczenia tego przeksztalcenia wykorzystaj
algorytm Goertzela.

Problem 7.7"™ : Zaimplementuj funkcje recursive dft: N —
F,gdzie F = {f : C — C"} oraz N € N. Generowana funkcja
f € F (dokmnigcie) powinna oblicza¢ rekursywnie N-punkto-
wa dyskretna transofrmacje Fouriera X, € CY z kolejnych
warto$ci dyskretnego sygnatu z[n] € C. Zaldz, ze poczatkowy
warto$¢ transformaty wynosi zero.

Przyktad: Pierwsze wywolanie funkcji f(z[0] € C) powinna
zwracaé warto$¢ IN-punktowej dyskretnej transformacj Fo-
0 z[0]) € CV. Kolejny
wywolanie funkcji f(z[1] € C) powinna zwraca¢ warto$¢ N-
-punktowe;j dyskretnej transformacj Fouriera dla dyskretnego
zl0] =1]) € CV.

uriera dla dyskretnego sygnatu (0 o ..

sygnatu (0 0 ..

Problem 7.8"™ : Zaimplementuj funkcje exp _recursive dft:
N xR — F, gdzie F = {f : C — C"} oraz N € N. Genero-
wana funkcja f € F' (dokmniecie) powinna oblicza¢ rekursyw-
nie N-punktowa dyskretna transofrmacje Fouriera X, € CV
z kolejnych wartoéci dyskretnego sygnatu z[n] € C na ktory
zostalo nalozone okno ekspotencjalne w[n] = e*" dla a € R.
Zaltoz, ze poczatkowy wartos¢ transformaty wynosi zero. Zbadaj
stabilno$¢ numeryczng algorytmu.

Przyklad:  Pierwsze wywolanie funkcji  f(z[0] € C)
powinna  zwraca¢  wartos¢  N-punktowej  dyskret-
nej transformacj Fouriera dla dyskretnego sygnalu

(w[0]0 w[1]-0 ... w[N-2]-0 wN-1]-z[0]) € CV. Kolejny wywotanie
funkcji f(z[1] € C) powinna zwracaé warto$¢ N-punktowej
dyskretnej transformacj Fouriera dla dyskretnego sygnalu

(w[0]0 w[1]0 ... wN-2]-2[0] wN-1]-«[1]) € CN,

Problem 7.9™ : Zaimplementuj funkcje cos recursive dft:
N x RM — F, gdzie F' = {f : C—)(CN} oraz N € N. Genero-
wana funkcja f € F' (dokmniecie) powinna oblicza¢ rekursyw-
nie N-punktowa dyskretna transofrmacje Fouriera X,, € CV z

kolejnych warto$ci dyskretnego sygnatu z[n| € C na ktory zo-

o Gms1 €05(§En)
dlaa € RM.Zal6z, ze poczatkowy warto$é transformaty wynosi

stalo natozone okno z rodziny win] = >

zero.

Przyklad:  Pierwsze  wywolanie funkcji  f(z[0] € C)
powinna  zwraca¢  wartos¢  N-punktowej  dyskret-
nej transformacj Fouriera dla dyskretnego sygnatu

(w[0]0 w[1]-0 ... w[N-2]-0 w[N-1]-=z[0]) € CV. Kolejny wywotanie
funkcji f(z[1] € C) powinna zwracaé warto$¢ N-punktowej
dyskretnej transformacj Fouriera dla dyskretnego sygnatu

(w[0]0 w[1]0 ... w[N—2]-2[0] wN-1]-«[1]) € CN,

Problem 7.10"™ : Zaimplementuj funkcje rdft: RY — clzl+t
dla N € N*, ktéra przeksztalci dyskretny sygnat z € RV z
domeny czasu do odpowiadajacego mu dyskretnego sygnatu
X € Cl21+1 w domenie czestotliwosci (jednostronne dyskretne
widmo czestotliwos$ciowe). Do obliczenia tego przeksztalcenia
wykorzystaj dyskretng transformacje Fouriera oraz algorytm
naiwny (tzn. bezpoérednio ze wzoru).

Problem 7.11"™: Zaimplementuj funkcje irdft: clzl+t RN
dla N € N*, ktéra przeksztalci dyskretny sygnat X € Clz/+1 2
domeny czestotliwosci (jednostronne dyskretne widmo czesto-
tliwosciowe) do odpowiadajacego mu dyskretnego sygnatu z €
RY w domenie czasu. Do obliczenia tego przeksztalcenia wyko-
rzystaj odwrotng dyskretng transformacje Fouriera oraz naiwny
algorytm (tzn. bezposrednio ze wzoru).

Problem 7.12T : Wyprowadz algorytm Cooley-Tukey w wersji
radix-2 do oblicznia N-punktowej dyskretnej transformacji Fo-
uriera CV — C¥, gdzie N = 2% dla K € N*. Wyprowadzenie
zacznij od wzoru na dyskretna transformacje Fouriera.
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Problem 7.13™ : Zaimplementuj funkcje fft radix2 dit r:
C2" — C2" dla K € N*, ktéra przeksztalci dyskretny sygnat
reC? domeny czasu do odpowiadajacego mu dyskretne-
go sygnalu X € C2" w domenie czestotliwosci (dwustronne
dyskretne widmo czestotliwosciowe). Do obliczenia tego prze-
ksztalcenia wykorzystaj dyskretng transformacje Fouriera oraz
algorytm Cooleya-Tukeya w wersji radix-2 z decymacja w
dziedzinie czasu. Obliczenia zaimplementuj z wykorzystaniem
rekurencji.

Problem 7.14™ : Zaimplementuj funkcje ifft_radix2_dif r:
C2" - C?" dla K € N*, ktéra przeksztalci dyskretny sygnat
XeC¥, domeny czestotliwosci (dwustronne dyskretne wid-
mo czestotliwosciowe) do odpowiadajacego mu dyskretnego sy-
gnalu z € C2* w domenie czasu. Do obliczenia tego przeksztal-
cenia wykorzystaj odwrotng dyskretng transformacje Fouriera
oraz algorytm Cooleya-Tukeya w wersji radix-2 z decymacjg w
dziedzinie czestotliwosci. Obliczenia zaimplementuj z wykorzy-
staniem rekurencji.

Problem 7.15T : Wyprowadz algorytm Cooley-Tukey w wersji
radix-3 do oblicznia N-punktowej dyskretnej transformacji Fo-
uriera CV — CV, gdzie N = 3 dla K € N*. Wyprowadzenie
zacznij od wzoru na dyskretna transformacje Fouriera.

Problem 7.16T : Wyprowadz algorytm Cooley-Tukey w wersji
radix-M do oblicznia N-punktowej dyskretnej transformacji
Fouriera CV — CV, gdzie N = M¥ dla K € N*. Wyprowa-
dzenie zacznij od wzoru na dyskretng transformacje Fouriera.

Problem 7.177 : Dla jakiej liczby N € N* nie istnieje algorytm
radix-N o mniejszej zlozonosci¢ obliczeniowej niz algorytm bez-
posredni?

Problem 7.18™ : Zaimplementuj funkcje fft: CV — C¥ dla
N € N*, ktora przeksztalci dyskretny sygnat x € CV z domeny
czasu do odpowiadajacego mu dyskretnego sygnatu X € CV w
domenie czestotliwosci (dwustronne dyskretne widmo czesto-
tliwo$ciowe). Do obliczenia tego przeksztalcenia wykorzystaj
dyskretng transformacje Fouriera oraz polacz znane Ci algoryt-
my tak aby zaimplementowana funkcja miata jak najmniejsza
zlozono$¢ obliczeniows.

Problem 7.19" : Zaimplementuj funkcje ifft: CV — CV
dla N € N*, ktéra przeksztalci dyskretny sygnat X € CV z
domeny czestotliwosci (dwustronne dyskretne widmo czestotli-
wosciowe) do odpowiadajacego mu dyskretnego sygnalu z €
C" w domenie czasu. Do obliczenia tego przeksztalcenia wyko-
rzystaj odwrotng dyskretna transformacje Fouriera oraz polacz
znane Ci algorytmy tak aby zaimplementowana funkcja miata
jak najmniejsza zlozono$¢ obliczeniowa.

Problem 7.20™™ : Zaimplementuj funkcje rfft: RN — clzl+t
dla N € N*, ktéra przeksztalci dyskretny sygnat z € RV z
domeny czasu do odpowiadajacego mu dyskretnego sygnatu
X € Cl2]+1 w domenie czestotliwosci (jednostronne dyskretne
widmo czestotliwo$ciowe). Do obliczenia tego przeksztalcenia
wykorzystaj dyskretng transformacje Fouriera oraz polacz zna-
ne Ci algorytmy tak aby zaimplementowana funkcja miala jak
najmniejsza ztozonos¢ obliczeniowsa.

Problem 7.21"™M : Zaimplementuj funkcje irfft: clzl+ -
RY dla N € N*, ktéra przeksztalci dyskretny sygnat clzl+t,
domeny czestotliwosci (jednostronne dyskretne widmo czesto-
tliwosciowe) do odpowiadajacego mu dyskretnego sygnatu x €
RY w domenie czasu. Do obliczenia tego przeksztalcenia wyko-
rzystaj odwrotna dyskretna transformacje¢ Fouriera oraz polacz
znane Ci algorytmy tak aby zaimplementowana funkcja miata
jak najmniejsza zlozono$¢ obliczeniows.
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8. ANALIZA CZESTOTLIWOSCIOWA SYGNALOW DYS-

KRETNYCH

Problem 8.1" : Niech wektor x € R zawiera w sobie 5000
probek pobranych z ciaglego sygnatu z(¢) € R. Odstep czasu
miedzy dwiema kolejnymi prébkami wynosi At = 501076,
Nastepnie, korzystajac z wektora x zostalo obliczone widmo
czestotliwosciowe z wykorzystaniem 8192-punktowej dyskret-
nej transformaty Fouriera. Jaki bedzie odstep czestotliwosciowy
Af miedzy dwoma sasiadujacymi probkami w wynikowej
transformacie?

Problem 8.27 : Sygnat z(¢) € C ma ograniczone pasmo przez

czestotliwoéé 500 Hz, tzn. X (jw) = 0, Vw : |w| > 10007. Na-

stepnie z sygnalu z(t) zostaja pobrane prébki, ktore tworza

nastepujaca ciag z[n] = (At - n), n € Z, gdzie At = 0.001

sekundy. Niech ciag X [k] € C, k = 0, ..., 1999 bedzie dyskretng

transformata Fouriera dowolnego zwartego podciagu z[n] o

dtugosci 2000.

a) Z jaka ciagla czestotliwo$ciag widma X (jw) bedzie korespon-
dowal prazek X[k] dla k = 0?

b) Z jaka ciagly czestotliwoscia widma X (jw) bedzie korespon-
dowal prazek X[k] dla k = 200?

c) Z jaka ciagly czestotliwoscia widma X (jw) bedzie korespon-
dowal prazek X[k] dla k = 1000?

d) Z jaka ciagly czestotliwoscig widma X (jw) bedzie korespon-
dowal prazek X[k] dla k = 1600?

Problem 8.3" : Ciagly sygnat z(¢) € C ma ograniczone pasmo
od gory przez czestotliwosé 5000, tzn. X (jw) =0, Vw : |w| >
100007. Nastepnie z tego sygnatu zostaly pobrane probki z
okresem At, przez co powstal cigg z[n] = z(At - n). W celu wy-
koniania analizy czestotliwosciowej tego sygnatu oblicznamy
N-punktowsg dyskretng transformacji Foureira z N kolejnych
warto$ci ciggu z[n]. Jako ze potrzebujemy obliczy¢ w jak naj-
krotszym czasie wartosci dyskretnej transformacji Fouriera, to
wykorzystujemy do tego celu algorytm szybkiej transformacji
Fouriera radix-2. Wyznacz minimalng warto$¢ N oraz przedziat
do ktérego musi naleze¢ czestotliwo$c probkowania, tak aby nie
wystapil aliasing oraz odstep czestotliwo$ciowy miedzy prob-
kami (A f) dyskretnego widma czestotliwoéciwego byt mniejszy
niz 5.

Problem 8.4" : Dany jest dyskretny sygnat

z[n] = cos(%n) + 2sin(%n).

Przyjmij ze czestotliwo$¢é probkowania jest znormalizowana,
to znaczy f,, = 1. Wykresl widmo dyskretnej w czasie transfor-
macji Fouriera X (ejQ) w zakresie od —7 do 7 dla ponizszych
sygnalow. Przypisz wartosci charakterystycznym punktom na

wykresie.

a) y[n] = z[n] cos(%n)
b) y[n] = z[n] exp(jgn)
¢) y[n] = z[n]cos(5n)
d) yln] = z[n] exp(j5n)
e) y[n] = z[n] cos(%n)
f) yln] = z[n] exp(j5n)

Problem 8.57 :
plitudowe dyskretnej w czasie transformacji Fouriera X (ejQ)
pewnego sygnalu z[n].

Na ponizszym wykresie dane jest widmo am-

- — s ™ ™ ™

W

=
o=

Wykresl widmo dyskretnej w czasie transformacji Fouriera w
zakresie od — do 7 dla ponizszych sygnatéw. Przypisz wartosci
charakterystycznym punktom na wykresie.

a) y[n] = z[n] cos(%n)
b) y[n] = z[n] exp(jgn)
¢) y[n] = z[n]cos(3n)
d) y[n] = z[n]exp(j3n)
e) y[n] = z[n| cos(%’rn)
B yln] = z[n] exp(j5n)

Problem 8.6" : Rozwaz sytuacje w ktorej szacujemy widmo am-
plitudowe dyskretngo w czasie sygnatu z[n] z wykorzystaniem
dyskretnej transformacji Fouriera. Do analizy czestotliwoscio-
wej wykorzystane jest dyskretne okno Hamminga o dlugosci
L = 2F, ktére jest natozone na sygnat przed obliczeniem trans-
formacji. Znajdz minimalng dtugo$¢ okna (tzn. k), aby mozliwe
byto rozréznienie w widmie amplitudowym dwoch sygnatow
harmonicznych ktérych czestotliwosé roznig sie od siebie zale-

dwie o w 2 (znormalizowana czesto$¢ kolowa).

100

> ktore
charakteryzuja sie tym, ze sktadaja sie sumy dwoch sygnalow
harmonicznych.

Problem 8.7" : Ponizej dane sg trzy rozne sygnaly z;

s 17w
zi[n] = cos(zn) + 1.000 cos <6—4n)
33 21
xy[n] = COS(G_IH) + 1.200 cos(6—:n>
33 28
x4[n] = cos (G—In) + 0.800 cos (6—171)
197 24m
x4ln] = (6—477,) + 0.001 cos (6—4n)

18 237
= —_— .001 —_—
x5[n] cos( 1 n) +0.00 cos( ol n)

Na sygnaly te zostaje nalozone okna prostokatne o dlugosciu 64
proébek, a nastepnie zostaje oszacowane widmo czestotliwoscio-
wego z wykorzystaniem 64 punktowej dyskretnej transformacji
Foureira. W ktérych widmach amplitudowych, beda widoczne
dwie wartosci szczytowe, korespondujace z sygnatami harmo-
nicznymi? Uzasadnij swoja odpowiedz.
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Problem 8.8™ : Zaimplementuj funkcje fftfreq: Nt x Rt —
RY, ktéra obliczy wektor f € RY z kolejnymi dyskretnymi
czestotliwosciamy wystepujacymi w N-punktowej dyskretnej
transformacie Foureira (dwustronne dyskretne widmo czesto-
tliwosciowe), gdzie N € NT, przy zalozeniu, ze czestotliwosé
probkowania sygnatu w domenie czasu wynosiata f, € R™.
Warto$¢ (k + 1)-tego elementu wektora f powinna okresla¢
z jaka ciagly czestotliwoscig probkowanego sygnatu stowarzy-
szona jest warto$¢ transformaty X[k] dlak =0,1,2,..., N — 1.

)

Problem 8.9" : Zaimplementuj funkcje rfftfreq: Nt x
R+ — RIZJ+1 ktéra obliczy wektor f € RL211 2 kolejnymi
dyskretnymi czestotliwosciami wystepujacymi w N-punkto-
wej dyskretnej transformacie Fouriera (jednostronne dyskretne
widmo czestotliwosciowe), gdzie N € N*t, przy zalozeniu, ze
czestotliwo$¢ probkowania sygnatu w domenie czasu wynosiata
fp € R*. Wartoéc¢ (k + 1)-tego elementu wektora f powinna
okresla¢ z jaka ciagla czestotliwoscig probkowanego sygna-
tu stowarzyszona jest warto$¢ transformaty X[k] dla k=
0,1,2,... | %]

Problem 8.10"™ : Zaimplementuj funkcje amplitude spectrum:
CN x RN — RY, ktéra obliczy widmo amplitudowe A € RY
dyskretnego sygnatu z € CV, gdzie N € N. Wektor = powstal
poprzez natozenie N-punktowego okna w € RY na ciagly wy-
cinek ciggu g[n] e Cdlan € Z, tzn. z; = w, - g[i + k] dla i =
1,..,.NikeZ.

Problem 8.11™™ : Zaimplementuj funkcje power spectrum:
CN x RY — RV, ktora obliczy widmo mocy P € RY dyskret-
nego sygnatu z € CV, gdzie N € N. Wektor x powstat poprzez
natozenie N-punktowego okna w € R” na ciagly wycinek cia-
gugln]eCdlane€Z, tzn.x;, =w; - gli + k] dlai=1,...,Ni
ke Z.

Problem 8.12° : Zaimplementuj funkcje psd: CV x RN x
R* — RV, ktéra obliczy widmowa gestos¢ mocy G € RY dys-
kretnego sygnalu z € CV, gdzie N € N. Wektor = powstat
poprzez natozenie N-punktowego okna w € RY na ciagly wy-
cinek ciagu g[n] €e Cdlan € Z, tzn. z; = w, - gli + k] dla i =
1,...,N i k € Z, natomiast ciag g[n] powstal poprzez probko-
wanie ciagglego sygnatu z(t) z szybkoscia f, € R* probek na
sekunde.

Problem 8.13™ : Zaimplementuj funkcje welch: CN x R x
N x Rt — R¥ ktora oszacuje widmowa gestos¢ mocy dyskret-
nego sygnatu x € CV, proébkowaniego z szybkoscia f, ERF
probek na sekunde, z wykorzystaniem metody Welcha. Do sza-
cowania widmowej gestosci mocy, wykorzystaj kolejne wycinki
sygnatu o dtugosci K, uzyskane przez nakladanie dyskretnego
okna czasowego w € RX na sygnat, gdzie K < N. Kolejne wy-
cinki sygnatu powinny nachodzi¢ na siebie w L € N probkach.

Problem 8.14 : Zaimplementuj funckje chirp lin: R x R x
R xR x R — R, ktéra obliczy wartos¢ funkcji $wiergotowej
z liniowo narastajaca czestotliwoscia chwilowa o nastepuja-
cych parametrach: chwilowa czestotliwos¢ poczatkowa f; € R,
chwilowa czestotliwos$¢ koncowa f; € R, czas T € R wyzna-
czajacy czas przejscia od czestotliwosci chwilowej f; do czesto-
tliwosci chwilowej f;, oraz ¢ € R faza poczatkowa.

Problem 8.15 : Zaimplementuj funckje chirp_exp: R x R X
R xR x R — R, ktora obliczy wartos¢ funkcji swiergotowej z
wykladniczo narastajaca czestotliwoscig chwilowa o nastepu-
jacych parametrach: chwilowa czestotliwo$¢ poczatkowa f; €
R, chwilowa czestotliwosé¢ koncowa f; € R, czasT € R wyzna-
czajacy czas przejscia od czestotliwosci chwilowej f, do czesto-
tliwosci chwilowej f;, oraz ¢ € R faza poczatkowa.

Problem 8.16"™ : Zaimplementuj funkcje stft: RY x RE x
N-L

N — Cl&==z]x[5]+1 ] ktéra wykona analize sygnatu z € RV z
domeny czasu, z wykorzystaniem krotkoczasowej transformacji

Fouriera oraz okna analizujacego w € R¥, gdzie K « N. Ko-
lejne analizowane wycinki (ramki, segmenty) sygnatu, powinny
na siebie nachodzi¢ w L € N prébkach, gdzie 0 < L < K. Do
obliczania dyskretnej transformacji Fouriera, wykorzystacj rdft
badz rfft.

Problem 8.17° : Zaimplenetuj funkcje z : R — R, ktéra zwraca
wartosci sygnatu, ktérego probki pobrane od chwili ¢ = 0.0
do chwili ¢; = 10.0 z szybkoscig f,, = 2000, wygeneruja prze-
bieg sinusoidalny na spektrogramie X obliczonym z pobranych
probek. Widoczny przebieg sinusoidalny powinien mie¢ czgsto-
tliwos¢ okoto 10 Hz, amplitude 50 Hz. Spektrogram powinien
by¢ obliczony z wykorzystaniem okna Blackmana o dlugosci
N = 512 oraz nakladaniem si¢ kolejnych segmentéw o L = 500
probek.

Problem 8.18 : Zaimplenetuj funkcje z : R — R, ktéra zwraca
wartosci sygnatu, ktorego probki pobrane od chwili ¢, = 0.0 do
chwili ¢; = 10.0 z szybkoscia f, = 2000, wygeneruja usmiech-
nieta buzke puszczajaca oczko (tzn. ;)) na spektrogramie X
obliczonym z pobranych probek. Spektrogram powinien by¢ ob-
liczony z wykorzystaniem okna Blackmana o dlugo$ci N = 512
oraz nakladaniem si¢ kolejnych segmentéw o L = 500 probek.

Problem 8.19" : Znajdz optymalne okno syntezy w, € RV dla
danego okna analizy w, € RY przy zalozeniu, ze kolejne ramki

w kroétkoczasowej transformacie Fouriera nachodza na siebie w
L € N, prébkach.

Problem  8.20™M Zaimplementuj  funkcje  istft:
cle=zlxl2]+1 « RE x N — RY, ktéra wykona synteze sygna-
tuz € RY z domeny czasu na podstawie sygnatu cle=zlxlz ]+
z domeny czasowo-czestotliwosciowej, przy zalozeniu ze oknem
analizujacym byt sygnat w € R¥ oraz kolejne analizowane seg-
menty (ramki) sygnatu nachodzity na siebie w L € N probkach,
gdzie 0 < L < K. Do obliczania odwrotnej dyskretnej transfor-
macji Fouriera, wykorzystacj irdft badz irfft.
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Problem 8.21™™ : Zaimplementuj funkcje phase retrieval:
RMA[2 )+ x RW x N x N — CMx15]+1 ktéra odzyska faze
spektogramu RM Ty, wykorzystaniem algorytmu Griffin-
-Lima i zwréci macierz CM*[%]+1 ), bedaca oszacowang krotko-
czasowg transformata Fouriera (amplituda i faza). Zal6z, ze do
obliczenia spektrogramu zostato wykorzystane okno czasowe
w € RY, oraz kolejne segmenty transformaty nakladaly sie
na siebie na L € N probkach. Wykonaj IV iteracji algorytmu.
Zbadaj jak dobrze odzyskiwana jest faza dla sygnatu o zlozonym
widmie Na potrzeby realizacja tego zadania mozesz pobraé¢ i
wykorzystac plik dzwiekowy speech0001.wav.

9. SYSTEMY DYSKRETNE
Problem 9.17 : Wykaz czy system T jest (a) stabilny, (b) przy-
czynowy, (c) liniowy, (d) stacjonarny, (e) bez pamieci.

1. T(z[n]) = z[n]g[n]

2. T(z[n]) = ZZ:% z[k]

3. Tlaln)) = 320700 k]
4. T(z[n]) = z[n — ny)

5. T(z[n]) = e*l™

6. T(z[n]) = az[n] +b

7. T(z[n]) = z[-n]

8. T(z[n]) = z[n] + 3u[n + 1]

Problem 9.27 : OdpowiedZ impulsowa h[n] liniowego i stacjo-

narnego systemu jest niezerowa na przedziale Ny <n < N;.

System h zostal pobudzony impulsowym sygnalem z[n], ktory

jest niezerowy na przedziale N, < n < N;. W rezultacie, odpo-

wiedz systemu y[n] na to pobudzenie bedzie niezerowa dla

przedziatu N, < n < N;.

a) Wyznacz warto$¢ N, 1 N; w zaleznoSci od wartosci
N,, Ny, Ny i Ny

b) Jezeli z[n| jest niezerowe tylko dla N kolejnych probek, a
h[n] is niezerowe tylko dla M kolejnych prébek, to jaka
jest maksymalna liczba niezerowych probek na wyjsciu sys-
temu?

Problem 9.3" : Oblicz odpowiedZz skokowg systemu o odpowie-
dzi impulsowej

hln] =a "ul-n], 0<a<1.

Obliczenia zrealizuj korzystajac bezposrednio z wzoru na dys-
kretny splot.

Problem 9.47 : Rozwaz dyskretny system, ktory zostal pobu-
dzony sygnalem z[n| = (%)nu[n] Odpowied? tego systemu na
pobudzenie z[n] wynosi y[n] = <%)n dla n € Z. Ustal ktore z
ponizszych zdan jest prawdziwe:

« System musi by¢ liniowy i stacjonarny.

+ System moze by¢ liniowy i stacjonarny.

« System nie moze by¢ ani liniowy, ani stacjonarny.

Jezeli system musi lub moze by¢ liniowy i stacjonarny, to znajdz
jedna z mozliwych odpowiedzi impulsowych tego systemu.
Jezeli system nie moze by¢ liniowy i stacjonarny, to uzasadnij
dlaczego.

Problem 9.57 : Rozwaz stacjonarny i liniowy system, ktorego
charakterystyka czestotliows$ciowa dana jest nastepujaca zalez-
noscig
) W
H(jw) = exp(—jg), lw| < .

Zbadaj i udowodnij czy system jest przyczynowy / nieprzyczy-
nowy.
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Zbidr problemoéw i pytan bez odpowiedzi
Problem 9.67 : Dany jest system, ktory jest liniowy, stacjonarny
oraz przyczynowy. System ten zostal pobudzony sygnatem
1/1\" 4
z[n] = -3 (§> u[n] — g2nu[—n —1].

Transformata Z odpowiedzi systemu na pobudzenie wynosi

1— 272

Y() = (1 — %z—l)(l —2z71)’

1. Wyznacz transformate Z sygnalu wejsciowego.
2. Jaki jest mozliwy region zbieznosci Y (2)?
3. Znajdz odpowiedz impulsowg tego systemu.

Problem 9.77 : Dany jest stacjonarny system liniowy, ktory

zostal pobudzony sygnatem z[n] = 5u[n] i w odpowiedzial sy-

gnalem y[n] = (2(%)“ + 3(—%)n)u[n]

1. Wyznacz transmitacje H (z) systemu oraz zaznacz na plasz-
czyznie zespolonej zera, biegunu oraz region zbieznosci.

2. Wyznacz odpowiedZ impulsowa systemu.

3. Znajdz réwnanie réznicowe opisujace ten system.

Problem 9.8" : Wyznacz transformate Z ciggu z[n].

2. z[n] = 7(%71) u[—n —1]

3. z[n] = (3) u[-n]

4. z[n] = §[n]

5. z[n] = §[n — 1]

6. z[n] = d[n+1]

7. z[n] = (3)" (u[n] — u[n — 10])

Problem 9.9 : Wyznacz transformate Z ciggu
0, n<0

znj=<¢n, 0<n<N-1

N, n>N

Problem 9.107 : Wyznacz transformaty Z ponizszych ciagow,
regiony zbieznosci oraz naszkicuj zera i bieguny na plaszczyznie
zespolonej.

Lgnl=a", 0<la/<1, aeC

2-$[n]_ 1,0<n<N-1
279710, n<0An>N-—1
3. n+1, 0<n<N-1
z3n]=<2N—1—-n, N<n<2(N-1)
0, n<OA>2(N—1)

Problem 9.117 : Oblicz odwrotna Z-transformacje ponizszych
systemow. Zaloz ze kazdy z tych systemow jest liniowy, nie-
zmienny w czasie, oraz przyczynowy.

a) 1—2z71
o=
b) 1— lzfl
H(Z) = —1 + iz71
2
c) 272
H(z) = 1+ %z—l
d) H(z) = —271 +2272 - 3273 4 4274
e) 2271
H(z) = 1— %zfl
f) 6271
H(z) =
(2) 1— %zfl + %z”
g) 2271
H<Z> = 11,1, %,2
2 144
h) H(2) 2271
z) =
T

Problem 9.12 : Cigg Fibonacciego to rekurencyjny ciag ktérego
dwa pierwsze elementy przyjmuja odpowiednio warto$¢ 0 i 1,
a kolejne elementy sa wyrazone jako suma dwoch poprzednich
elementow.

a) Zaprojektuj roéwnanie roznicowe opisujace system, ktory
bedzie generowal na wyjsciu cigg Fibonacciego, to znaczy
y[0] = 0, y[1] = 1, y[2] = 1, y[3] = 2 i tak dalej. Przyjmij ze
wymuszeniu na wejéciu systemy wynosi z[n] = 0.

b) Korzystaja¢ z Z-transformacji znajdz rozwigzanie tego row-
niania rdznicowego, tzn. nierekurencyjng zaleznoz¢ na y[n).

Problem 9.13 : Dany jest system opisany nastepujacym réwna-
niem réznicowym:

12y[n] = Ty[n — 1] — y[n — 2] — 12z[n] + 5z[n — 1].

Wiadomo ze system ten sklada sie z dwoch niezaleznych od
siebie podsysteméw o odpowiedziach impulsowych h; oraz h,.
Strukture tego systemu mozna przedstawi¢ nastepujacym row-
naniem:

y[n] = hy[n] * z[n] + hyln] * z[n)].

Wyznacz hq[n] przy zalozeniu ze odpowiedz impulsowa h, jest
znana i wynosi:
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Zbidr problemoéw i pytan bez odpowiedzi

Problem 9.14™ : Zaimplementuj funkcje Iti_amp : R x RM x
RX — R, ktéra obliczy wzmocnienie liniowego systemu h,
tzn. A, (f) € R, dla sygnatu harmonicznego o czestotliwosci
f €R. Zaléz, ze warto$¢ f jest znormalizowana wzgledem
czestotliwosci probkowania. System h zdefiniowany jest po-
przez wspolezynniki b = [by, by, ..., by 1]7 € RM oraz a =
[ag,aq, - aK_l]T € RX réwnania réznicowego

K—1 M-1
Z apyln — k] = Z b,,x[n —m].
k=0 m=0

Problem 9.15™M
RM x RX — R, ktéra obliczy przesuniecie fazowe liniowego

Zaimplementuj funkcje 1ti_phase : R x

systemu h, tzn. ¢, (f) € R , dla sygnalu harmonicznego o
czestotliwosci f € R. Zaldz, ze warto$¢ f jest znormalizowana
wzgledem czestotliwosci probkowania. System h zdefiniowany
jest poprzez wspodlczynniki b = [by, by, ..., by 1]" € RM oraz

T
a= [007 Ay, ey Op 1]

K—1 M-1
Z apyln — k] = Z b,,x[n —m].
k=0 m=0

Problem 9.16™ : Zaimplementuj funkcje conv : RY x RM —
RN+M-1 Ktéra oblicza wektor (f * g) € RN+M~1 bedacy re-
zultatem liniowego splotu miedzy dwoma dyskretnymi sygna-

€ RX réwnania réznicowego

tami f € RY oraz g € RM™. Do obliczenia tego dziatania wyko-
rzystaj algorytm naiwny (tzn. bezposrednio ze wzoru).

Problem 9.17" : Zaimplementuj funkcje fast_conv : RV x
RM — RNTM~-1 Kktora oblicza wektor (f * g) € RV+M~1 pe-
dacy rezultatem liniowego splotu miedzy dwoma dyskretnymi
sygnatami f € RY oraz g € RM. Do obliczenia tego dzialania
wykorzystaj algorytm szybkiego splotu z wykorzystaniem splo-
tu kotowego.

Problem 9.18"M Zaimplementuj funkcje overlap_add :
RN x RM x N* — RN+M=1 Lkiéra oblicza wektor (f * g) €
RN+M-1 bedacy rezultatem liniowego splotu miedzy dwoma
dyskretnymi sygnatami f € RY oraz g € RM, przy zalozeniu
ze N > M. Do obliczenia tego dzialania wykorzystaj algorytm
sekcjonowanego szybkiego splotu Overlap-add przetwarzajacy
segmenty sygnalu f o dlugosci L € N*.

Problem 9.19™M Zaimplementuj funkcje overlap_save :
RN x RM x N* — RN*M=1_ ktéra oblicza wektor (f * g) €
RN+M-1 bedacy rezultatem liniowego splotu miedzy dwoma
dyskretnymi sygnatami f € RY oraz g € RM, przy zalozeniu
ze N > M. Do obliczenia tego dzialania wykorzystaj algorytm
sekcjonowanego szybkiego splotu Overlap-save przetwarzajacy
segmenty sygnatu f o dtugosci L € N*,

Problem 9.20™™ :
RE x RNV — RY, ktéra obliczy odpowiedZ przyczynowego sys-

Zaimplementuj funkcje lti filter : RM x

temu liniowego h, zdefiniowanego przez roéwnanie réznicowe

Z apyln —k] = Z b,,xz[n —m],
k=0 m=0

na impulsowe podbudzenie sygnalem o wartoscia-

chh geRV,
przez wspblczynniki b = [by, by, ...,y 1]" € RM oraz a =

System h zdefiniowany jest jest po-
[ag, a1, ...ax_,]" € RE. Zaléz, ze y[n] = Odlan < 0 oraz g =
[2[0], #[1], 2[2], ..., z[N — 1]]".

Problem 9.21" : Zaimplementuj funkcje filtfilt : RM x R x
RY — R, ktéra obliczy odpowiedz systemu liniowego g na
podbudzenie = € RY z zerowa zmiana fazy sygnatu pubudza-
jacego, to znaczy, ze faza sygnalu wejsciowego i wyjsciowego
jest dokladnie taka sama. System ¢ nalezy zaprojektowaé
na podstawie bazowego przyczynowego systemu liniowego
h o wspélczynnikach b = [by, by, ...,by ;]" € RM oraz a =
[ag,aq, - aK_l]T € RX. Zaprojektuj system g tak, aby relacja
miedzy systemem h i g byla nastepujaca

AR (f) = Ay
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Zbidr problemoéw i pytan bez odpowiedzi

10. PRO]EKTOWANIE FILTROW NIEREKURSYWNYCH
Problem 10.1° : Zaimplementuj funkcje firwin_lp_I: {2L :
L € N} x R — R2+1 ktéra zwréci odpowiedz impulsowa
h € R2E+1 nierekursywnego filtru dolnoprzepustowego rzedzu
M = 2L o unormowanej czestotliwoéci odcigca f, € R, oraz
liniowej charakterystyce fazowej. Do zaprojektowania filtru
wykorzystaj metode okien czasowych oraz okno prostokatne.

Problem 10.2° : Zaimplementuj funkcje firwin_hp_I: {2L :
L € N} x R — R2L+1 ktora zwroci odpowiedz impulsowa b €
R2E+1 pierekursywnego filtru gornoprzepustowego o unormo-
wanej czestotliwosci odcigeca f; € R, oraz liniowej charaktery-
styce fazowe. Do zaprojektowania filtru wykorzystaj metode

okien czasowych oraz okno prostokatne.

Problem 10.3" : Zaimplementuj funkcje firwin bp_I: {2L :
L € N} x R — R2+! ktora zwréci odpowiedz impulsowa h €
R2E+1 nierekursywnego filtru pasmowoprzepustowego rzedu
M = 2L o unormowanych czestotliwosciach odcieca fy, f; €
R, gdzie f, < f,, oraz liniowej charakterystyce fazowe. Do za-
projektowania filtru wykorzystaj metode okien czasowych oraz

okno prostokatne.

Problem 10.4™ : Zaimplementuj funkcje firwin_bs_I: {2L :
L € N} x R — R2L+1) ktora zwréci odpowiedz impulsowsa
h € R2L+1 nierekursywnego filtru pasmowozaporowego rzedu
M = 2L o unormowanych czestotliwosciach odcieca f, f; €
R, gdzie f, < f;, oraz liniowej charakterystyce fazowe. Do za-
projektowania filtru wykorzystaj metode okien czasowych oraz
okno prostokatne.

Problem 10.5"™: Zaimplementuj funkcje firwin 1p II: {2L —
1:L €N} xR — R, ktéra zwréci odpowiedz impulsowa
h € R?L nierekursywnego filtru dolnoprzepustowego rzedu
M =2L—1 o unormowanej czestotliwosci odcieca f, € R,
oraz liniowej charakterystyce fazowe. Do zaprojektowania filtru
wykorzystaj metode okien czasowych oraz okno prostokatne.

Problem 10.6™™ : Zaimplementuj funkcje firwin_bp_II: {2L —
1:L €N} xR — R, ktéra zwréci odpowiedz impulsowa
h € R2L nierekursywnego filtru pasmowoprzepustowego rze-
du M =2L —1 o unormowanych czestotliwosciach odcieca
fo, f1 € R, gdzie f, < f;, oraz liniowej charakterystyce fazowe.
Do zaprojektowania filtru wykorzystaj metode okien czasowych
oraz okno prostokatne.

Problem 10.7"M : Zaimplementuj funkcje firwin_diff: {2L +
1: L € N} — R2A+! ktéra zwroci odpowiedz impulsowa h €
R2L+1 nierekursywnego filtru rézniczujacego rzedu 2L oraz
liniowej charakterystyce liniowej. Do zaprojektowania filtru

wykorzystaj metode okien czasowych oraz okno prostokatne.

Problem 10.8™ : Zaimplementuj funkcje fir_lp_kaiser I:
R x R x R — R, ktéra zwroci odpowiedz impulsowg h € RN
nierekursywnego filtru dolnoprzepustowego typu I, ktérego
znormalizowana czestotliwo$¢ graniczna wynosi f, € [0,0.5]
[Hz], szeroko$¢ pasma przejsciowego wynosi Af [Hz], a
wzmocnienie w pa$mie zaporowym wynosi 4. Do zaprojekto-
wania filtru wykorzystaj metode okien i okno Kaisera.

Problem 10.9™ : Zaimplementuj funkcje fir I LS: {2L: L €
N} x RE x RE x RE — R2L+L ktéra zwréci odpowiedz im-
pulsowa h € R2L+1 nierekursywnego filtru typu I o rzedzie
M = 2L. Charektarystyka amplitudowa filtru ’H (ejﬂ)
nalezy zaprojektowac jest zdefiniowana poprzez dwa wektory
f € RX oraz a € R, gdzie a; = ‘H(eﬁﬂf@')
wania filtru wykorzystaj metode wazonej optymalizacji $rednio-

, ktory

. Do zaprojekto-

kwadratowej z wagami w € RE. Warto$¢ wagi w;, odzwiercie-
dla na ile dany parametr charakterystyki (f; oraz a;) jest istony
w poréwnaniu do pozostalych parametrow.

Problem 10.10™™ : Zaimplementuj funkcje fir I remez: N x

F x F — R2M+1,
R2M+1

ktéra zwroci odpowiedZ impulsows h €
nierekursywnego filtru typu I o rzedzie M = 2L. Cha-

rektarystyka amplitudowa filtru ‘H (ejQ) , ktory nalezy zapro-
jektowac jest zdefiniowana poprzez funkcje A € F, gdzie F =
{f:00,0.5] - R, }. Do zaprojektowania filtru wykorzystaj
metode aproksymacji Czebyszewa i algorytm Remeza. Funkcja
W € F okresla wage (isotnosé¢) danego punktu charakterystyki

amplitudowej w procesie aproksymacji.
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11.A Transformaty Z wybranych sekwencji

11 DODATKI

Sekwencja x[n] Transformata X(z) Region zbieznosci
d[n) 1 zeC
z€C
8[n — k] Zm z#0(m > 0)
z # oo(m < 0)
1
uln] T |z| >1
1
—u[—n—1] T || <1
n 1
a"uln] — 4l > lal
n 1
—a"u[—n — 1] Tp— |z| < |al
az™t
nauln = 1 > la
—az~
n az™ !
1 — cos(wy)z ™t
cos|wgn]u[n] - cos(w(),:zl g |z] > 1
o
. 1 — cos(wy)z ™t
sinfwgn]u[n)] - cos(w();)zl g |z] > 1
o
1 —rcos(wy)z™?
" cosluwonluln] 1 —2r cos(w, )(2*01) +1r2z2 I >
0
. 1 —rsin(wy)z!
rn s]n[won]u[n] "o COS(UJ )(ZBE 22 |z| >r
0
n Q)< < _ ,N_—N
ar0<n<N 1 azf \z\>0
0 , pozostate 1— gz L
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